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(COORDENADAS NO CARTESIANAS) 

  



PROBLEMA 
	
  

 
¿Cómo encontrar la solución a la 

ecuación de difusión en coordenadas 
cilíndricas y esféricas?  

 



OBJETIVOS 

Conocer las ecuaciones a las que se 
llega al separar las variables en 
geometrías cilíndrica y esférica. 

Conocer la manera de encontrar 
soluciones a la ecuación de Bessel 

Entender la relación entre las 
condiciones a la frontera y el tipo de 
función que es solución de la ecuación 

Usar las soluciones gráficas para 
resolver problemas Multidimensionales 

Operar el libro de Excel con el que se 
obtienen las soluciones 



MENÚ 
	
  

•  EL LAPLACIANO EN OTROS 
SISTEMAS DE COORDENADAS 

•  CILINDRO CONDUCTOR 
•  Transferencia por convección 
•  Aislado 

•  ECUACIÓN DE BESSEL 

•  SOLUCIÓN ANALÍTICA 
•  Relación condiciones de frontera/

soluciones 

•  MÉTODO GRÁFICO Y ANÁLISIS 
MULTIDIMENSIONAL. 

•  USO DE LA HOJA DE CÁLCULO 

•  ESFERA CONDUCTORA. 
•  SOLUCIÓN ANALÍTICA 

•  Relación condiciones de frontera/
soluciones 

 
•  MÉTODO GRÁFICO 
•  USO DE LA HOJA DE CÁLCULO 



LO GENERAL 
 

 La ecuación de difusión describe la conducción de calor en estado 
no estacionario, cuando no hay fuentes de generación de calor. 

​𝜕𝑇/𝜕𝑡   =  α∇2T


Donde α, la difusividad térmica, es el cociente  k/ρCp  




LO PARTICULAR 

Esta ecuación representa una gran familia de fenómenos, para 
aplicarla a la solución de un caso particular es necesario fijar la 

geometría y las condiciones de frontera que lo describen.  



ECUACIÓN 
 

EL LAPLACIANO SE ESCRIBE DE DIFERENTES FORMAS 
DE ACUERDO CON LOS SISTEMAS DE COORDENADAS 

 

∇2f  =   ​
𝜕2𝑓/𝜕𝑥2 	
  

Cartesianas 

∇2f  =   ​1/𝜌 	
   ​𝜕/𝜕𝜌 	
  (𝜌​
𝜕𝑓/𝜕𝜌 )	
  

Cilíndricas 

∇2f  =   ​1/𝑟2 	
   ​𝜕/𝜕𝑟 	
  (𝑟2​
𝜕𝑓/𝜕𝑟 )	
  

Esféricas 



MÉTODOS DE 
TRABAJAR LAS 
SOLUCIONES 

Analítico  Gráfico 

Simuladores  de Mathematica Excel 



LA CLASE ANTERIOR 

T0	
  	
  cuando	
  t	
  =	
  0	
  

T(x)	
  	
  cuando	
  t	
  =	
  t	
  

T1	
  T1	
  

2	
  H	
  
h T0  en  t=  0


Ts


T  en  t=  t


x

T1


Geometría Cartesiana 



EN ESTA CLASE. 
CILINDRO CONDUCTOR 

​𝜕𝑇/𝜕𝑡   +  hT=  0


Inicial  
en  F  (r)	
  

b


a) La frontera pierde calor por convección  
«Misma» ecuación  

​𝜕𝑇/𝜕𝑡   =  α  ∇2T


Inicial  
en  F  (r)	
  

b
 ​𝜕𝑇/𝜕𝑟   =  0
b) La frontera se considera 
aislada 

Pero en geometría cilíndrica 



LA SOLUCIÓN DE LA PLACA DE ESPESOR 
2H MEDIANTE SEPARACIÓN DE VARIABLES. 

 

Se obtuvo por el método de la separación de variables T  (x,  t)  =  τ(𝑡)  𝑋(𝑥)


La solución tiene dos factores, uno exponencial τ𝑚(𝑡)=𝑒−λ𝑚𝑡



y  otro, una suma de senos  y cosenos 
(Series de Fourier) con diferentes frecuencias Xm(x)  =  (𝐴𝑚  𝑐𝑜𝑠λ𝑚𝑥+𝐵𝑚  

𝑠𝑒𝑛λ𝑚𝑥)


Las frecuencias  
permitidas 

Existen un número infinito de esas soluciones, las etiquetamos con un subíndice m 

Se calculan a partir de las condiciones 
de frontera.   

λ2𝑛+1=  ​(2𝑛+1)  π/2𝐻 	
  

Con lo que finalmente, la expresión explícita de la solución es una suma de esos productos: 

T(x,  t)  = ​4/π   (​1/1 ​exp⁠​−12𝑛2α𝑡/4𝐻2    ​sen ⁠​1π𝑥/2𝐻   + ​
1/3   𝑒𝑥𝑝​−32π2α𝑡/4𝐻2   𝑠𝑒𝑛​3π𝑥/2𝐻 + ​1/5 ​exp⁠​
−52π2α𝑡/4𝐻2   𝑠𝑒𝑛​5π𝑥/2𝐻    +…)




Separación de variables en coordenadas cilíndricas 
 

Al separar las variables, habrá 3 ecuaciones espaciales, una para cada coordenada. 

P


y

r


Φ


x


z


La solución para la parte temporal es 

Y una para la coordenada temporal 

​𝑑τ(𝑡)/𝑑𝑡   +  αλ2τ(t)  =  0


τ(t)  =  𝑒−αλ2𝑡




ECUACION DE BESSEL 
 

Si sólo hay conducción a lo largo de r, la única ecuación espacial que 
hay que resolver es: 

​𝑑2𝑅𝛶  /𝑑𝑟2 +   ​1/𝑟    ​𝑑𝑅𝛶/𝑑𝑟   +  (𝛽2− ​𝑟2/
𝑟2 )  R𝛶  =  0


Esta ecuación se conoce como la ecuación de Bessel de orden 𝛾. 

Siendo 𝛾 un número real. 
 
La ecuación tiene una singularidad en el origen. 

​​𝑑↑2 ϴ/𝑑​ρ↑2  + ​1/ρ ​        𝑑ϴ/  𝑑ρ +  𝑛2  ϴ  =0 La ecuación de Bessel modificada 
de orden cero la encontramos en el 
estudio de la aleta circular 



COMENTARIOS 
 

SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE BESSEL 

El Kreider (y los libros de 
matemáticas) la escriben 
así: 
x2y”  +  xy  +  (x2-­‐p2)  y  =  0
 ​𝑑2𝑅𝛶  /𝑑𝑟2 +   ​1/𝑟    ​𝑑𝑅𝛶/

𝑑𝑟   +  (𝛽2− ​𝛶2/𝑟2 )  R𝛶  =  0

Para resolverla se propone una solución de la forma: 

y(x)  =  x𝛶    

∑𝑘=0↑
∞▒𝑎𝑘𝑥
𝑘 	
  

Cuya	
  solución	
  es	
  la	
  función	
  de	
  Bessel	
  de	
  orden	
  p:	
  

J  p  (x)  =
∑𝑘=
0↑∞  
▒(−
1) 𝑘



​𝑥2𝑘+𝑝/2  2𝑘+𝑝  𝑘!(𝑝+1)(𝑝+2)…(𝑝+𝑘)Γ(𝑃+1) 


Y los de física así: 

Es decir existen una infinidad de soluciones “etiquetadas” con 

un subíndice p  (𝛾) 



Si p es un número entero n. 

Si n es un entero no negativo: 

Para n = 0 



ACTIVIDAD 

Usar el simulador de Mathematica para graficar 
la serie de potencias de J0, J1 y J2 para 
diferentes número de sumandos.  
 
Comparar los resultados de cada aproximación  
con los valores proporcionados por Excel y por 
Mathematica. 
 
 
 
 
Comentar sobre los errores de truncamiento de 
las series. 



Como las condiciones a la frontera cuando hay flujo de calor 
se expresan en términos de la derivada de Jγ, es útil conocer 
las siguientes fórmulas de recurrencia:  

RELACIONES DE RECURRENCIA DE 
LAS FUNCIONES DE BESSEL 

xJ
,
p+1  -­‐  2pJp  +  xJp  -­‐  1  =  0


Jp+1  -­‐  2pJ
,
p  -­‐  Jp-­‐1  =  0


xJ
,
p    +    pJp  =  xJp-­‐1


xJ
,
p    -­‐    pJp  =  -­‐xJp+1




RELACIÓN CONDICIONES DE FRONTERA/
SOLUCIONES 

La	
  función	
  Rv(βm,r),  la	
  norma	
  N(βm),	
  y	
  los	
  valores	
  βm	
  
de	
  la	
  ecuación	
  diferencial	
  

Sujeto	
  a	
  las	
  condiciones	
  límite	
  

No
 Condiciones  limite

De  r  =  b


Rv(βm,r)
 ​𝟏/𝑵(β𝒎) 
 Valores  propios  βm2s  
resultados  posibles  de


1
 ​𝑑𝑅𝑣/𝑑𝑟 +  hRv  =0
 Jv(βmr)
 ​2/𝐽2𝑣(β𝑚𝑏)     ·     ​
β2𝑚/

𝑏2(ℎ2+β█■2@𝑚 )  
−𝑦2 


βmJ
,
v(βmb)+hJv(βmb)  =0


2
 ​𝑑𝑅𝑣/𝑑𝑟   =0
 Jv(βmr)*
 ​2/𝐽2𝑣(β𝑚𝑏)     ·   ​
β█■2@𝑚 /  𝑏2  

β█■2@𝑚   −𝑦2     ∗


βmJ
,
v(βmb)=0*





3
 Rv=0
 Jv(βmr)
 ​2/𝐽2𝑣(β𝑚𝑏) 
 Jv(βmb)=0




b


r


*	
  Para	
  este	
  caso	
  parPcular  β0=0  el	
  valor	
  propio	
  con	
  v=0,	
  entonces	
  la	
  función	
  es	
  Rv=1	
  y	
  la	
  norma	
  	
  1/
N(β0)=2/b2.	
  



Para la condición de frontera 

los índices βm de las funciones de Bessel 
se obtienen al resolver la ecuación: 

El Excel usado en la práctica resolvía esa ecuación. 
 

​𝑑𝑅𝑦/𝑑𝑟   +  hRy  =  0


βmJ█■,@γ   (βmb)  +  hJγ(βmb)  =  
0




ACTIVIDAD 

Para diferentes valores de h y 
del radio b usar el programa 
desarrollado en Excel para 
calcular valores de βm  



CONSTRUCCIÓN DE LA SOLUCIÓN COMPLETA 

 
 
 
 
 
 
 

El valor de las Cm  se determinará a partir de las condiciones de frontera e 
iniciales: T(r,  0)  =F(r)  =T0


Solución de la Ec Temporal Solución de la Ec espacial 

Donde N(βm) es: Cm  =   ​1/
𝑁(𝛽𝑚) 


∫0↑𝑏▒𝑟𝑅𝛶
(𝛽𝑚𝑟)𝐹(𝑟)
𝑑𝑟 


N(𝛽m)  =
∫0↑𝑏▒𝑟𝑅2
𝛶(𝛽𝑚𝑟)𝑑𝑟 




Sustituyendo: 

Donde: 
  

h  Es el coeficiente de convección 

T0  La temperatura inicial 

b  El radio del cilindro 

βm  Los eigenvalores que se calculan a 

  partir de las condiciones de frontera 

J0   La “Bessel cero” 

T(r,  t)  =   ​
2ℎ𝑇0/𝑏 


∑𝑚=1↑∞▒
𝑒
−α𝛽█■2@𝑚 
𝑡   ​𝐽0(𝛽𝑚𝑟)/
(𝛽█■2@𝑚 
+ℎ2)𝐽0(𝛽𝑚
𝑏) 


La solución final es análoga a la de la placa de espesor 2H, se 
trata de una suma infinita de productos de la solución de la 
ecuación temporal por la solución de la ecuación espacial 

La diferencia es que ahora las soluciones de la función espacial 
no son funciones trigonométricas, sino las funciones de Bessel.  



Que permiten escribir una función 
solución de una ecuación diferencial 
e n d e r i v a d a s p a r c i a l e s c o n 
condiciones a la frontera, como suma 
de ellas.  

Los matemáticos a este tipo de 
conjuntos de funciones, los llaman 
una base del espacio de soluciones 
de la ecuación diferencial. 
	
  

Las funciones de Bessel aparecen en problemas de simetría cilíndrica. 
	
  

Las funciones de Bessel J (βmr )	
  

Son como las funciones de Fourier 
(Sen λnt y Cos λn t)	
  

COMENTARIOS 
 



COMENTARIOS 
 

Los números λn o βm que los etiquetan se 
llaman Eigenvalores.  

Si la simetría es esférica aparecen otras funciones 
semejantes. 

Dos buenas 
referencias para 
ver los detalles 
de los cálculos 
son el Kreider y 

el Ozisik. 



GRÁFICA DE LA SOLUCIÓN 
ANALÍTICA USANDO EXCEL 

=(2/L$5)*(((BESSELJ(L$5,1))*(BESSELJ((L$5*($B$25/$C$5)),0)))/((((BESSELJ(L$5,0))^2))+((BESSELJ(L
$5,1))^2)))*(EXP(-­‐(L$5^2*$G32)))	
  

DATOS DE ENTRADA ECUACIÓN 

RESULTADOS 



EJEMPLO 5	
  cm	
  

Un cilindro de 5 cm de diámetro que se encuentra a 
una temperatura uniforme de 800 C es colocado en un 
ambiente de 30 C. Encuentre la temperatura en el 
centro del cilindro después de 3 minutos. La 
conductividad k del metal es de 50W/m C, el 
coeficiente de transferencia de calor h es de 400 W/m2 
C, Cp de 500 J/kg K y ρ de 7,200 Kg/m3 

30	
  °C	
  
ambiente	
  

h=400W/m2	
  	
  

T0=	
  270	
  C	
  
K=50W/m2∙K

C, Cp =  500  J/kg  K	
  



MÉTODO GRÁFICO 
Y ANÁLISIS 

MULTIDIMENSIONAL 

Hay en la gráfica 
tres variables 
adimensionales: 
Bi,  Fo  y  θ


Tomada de: Kreith, Manglik 
y Bohn «Principios de 
transferencia de calor» 



En la vida «real» los cilindros no 
son infinitamente largos. 
Se presentan efectos de borde. 

SISTEMAS 
MULTIDIMENSIONALES 



SISTEMAS 
MULTIDIMENSIONALES 

T∞

h


T∞

h


T(r,  t)


Cilindro  largo


T∞

h


T(r,  x,  t)


Las soluciones de problemas en una dimensión 
pueden usarse para construir soluciones de 
problemas de dos y tres dimensiones, usando 
un método de superposición multiplicativa. 

Siempre y cuando el sólido no genere calor 
internamente, todas sus superficies estén 
expuestas al transporte convectivo del mismo 
fluido, a la misma temperatura y con el mismo 
coeficiente de transporte convectivo h  



SOLUCIÓN 
GENERALIZADA 

La solución puede generalizarse de la siguiente manera: 
 
la solución para una geometría multidimensional es el 
producto  de las soluciones de las geometrías uni-
dimensionales cuya intersección forma el cuerpo 
multidimensional. 
 
Por conveniencia las soluciones uni-dimensionales se 
denotan así:  

𝛳pared(x,t)  =  (​𝑇(𝑥,𝑡)−𝑇∞/𝑇𝑖
−𝑇∞ )	
  

𝛳cilindro            (r,t)  =  (​𝑇(𝑟,𝑡)−𝑇∞/
𝑇𝑖−𝑇∞ )	
  

𝛳semi-­‐inf  (x,t)  =  (​𝑇(𝑥,𝑡)−𝑇∞/semi-­‐inf  (x,t)  =  (​𝑇(𝑥,𝑡)−𝑇∞/
𝑇𝑖−𝑇∞ )	
  



CILINDRO CORTO 

T(r,  t)


T(r,  x,  t


•  Altura	
  a	
  y	
  radio	
  r0	
  

•  Temperatura	
  inicial	
  Ti	
  

•  No	
  hay	
  generación	
  de	
  calor	
  

•  Tiempo:	
  t=0

•  Convección	
  T∞

•  Coemiciente  de  transferencia  h	
  

•  Solución	
  

(​𝑇(𝑟,𝑥,𝑡)
−𝑇∞/𝑇𝑖
−𝑇∞ )	
  	
  

=(​𝑇(𝑥,𝑡)
−𝑇∞/𝑇𝑖
−𝑇∞ )	
  

x  (​𝑇(𝑟,𝑡)−𝑇∞/
𝑇𝑖−𝑇∞ )	
  

r0


a


T∞

h


Pared  
plana




Algunos casos de interés 
Tomados	
  del	
  Kreith.	
  

Geometria Magnitud adimensional 
temperatura en punto P 

Geometria Magnitud adimensional 
temperatura en punto P 



EJEMPLO 
8.0	
  cm	
  

12	
  cm	
  

h=410W/m2	
  ∙K	
  

T0=	
  270	
  C	
  
K=39W/m2∙K

α=0.048M2/hrs	
  

Un cilindro de 8.0 cm de diámetro exterior y 12 cm de 
longitud que se encuentra a una temperatura de 270 C 
se coloca en un ambiente convectivo (h = 410 W/m2K) 
a 50 C. Las propiedades del metal del que está hecho 
el cilindro son α = 0.048 m2 /hr  y k = 39 W/m K. 
 
Determine la temperatura en el centro del cilindro 
después de 5 minutos.  



SOLUCIÓN 

Temperaturas transitoras adimensionales y flujo de calor para 
un cilindro largo  

La solución de este caso 
multidimensional será el 
producto de las soluciones de 
un cilindro infinitamente largo 
y una placa (slab). Las 
siguientes láminas muestran 
la solución para estos dos 
casos:   



Para el cilindro largo 

B1  =   ​
ℎ𝑟0/2𝑘 

=     ​  (410)
(0.04)/2(39) 


​1/2𝐵1     =   ​
1/2(0.21)   =  2.38


=    0.21


F0  =   ​ατ/
𝑟02 

=     ​  (0.048)
(0.0833)/
(0.04)2 
=    2.5


​𝑇(𝑂,τ)−𝑇∞/𝑇0−𝑇∞   =  0.145




Para la placa de espesor 2L 

El numero de Biot esta dado por: 

B1  =   ​ℎ𝐿/𝑘 


=     ​  (410)
(0.06)/39 

​1/𝐵1     =   ​1/0.631 


=    1.585


F0  =   ​ℎ𝐿/𝑘 


=     ​  (0.048)
(0.0833)/
(0.06)2 
=  1.11


Por    ατ/L2  =  1.11  y   ​1/𝐵1   
=  1.585

S(0,τ)  = ​𝑇(0,τ)
−𝑇∞/
𝑇0−𝑇∞ 




Combinando las soluciones 

​𝑇(0,0,τ)−𝑇∞    /𝑇0−𝑇∞ =  C  (0,  τ)  S  (0,τ)


​𝑇(0,0,τ)−𝑇∞/𝑇0−𝑇∞   =  (0.145)(0.61)


=  0.088




ESFERA CONDUCTORA 



ECUACIÓN DE DIFUSIÓN EN 
COORDENADAS ESFÉRICAS 

«Misma» ecuación  

Pero en geometría esférica 

​𝜕2𝑇/𝜕𝑟2   +   ​2/𝑟    ​𝜕𝑇/𝑟𝜕𝑟   +   ​1/𝑟2​sin ⁠𝜕𝜃    (​sin ⁠𝜃​𝜕𝑟/𝜕0  )+ ​1/𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 ​𝜕2𝑇/𝜕𝛷2   = ​1/α    ​𝜕𝑇/𝜕𝑡 


a) La frontera pierde calor por 
convección  

b) La frontera se considera aislada 

Condiciones a la frontera. 

k M

𝛳i	
   j	
  

φ
J	
  I	
  

K



PRIMER CAMBIO DE 
VARIABLE 

Con el cambio de variable  

La ecuación se transforma en:  

Al separar las variables, habrá tres  ecuaciones espaciales,  una 
para cada coordenada. Y otra más para la coordenada temporal 
 

µμ  = ​cos⁠𝜃 
 v=  r1/2T


​𝜕2𝑉/𝜕𝑟2 	
  	
  +	
  	
   ​1/𝑟 	
   ​𝜕𝑉/𝜕𝑟 	
  -­‐	
   ​1/4 	
  	
   ​𝑉/𝑟2 	
  +	
   ​1/𝑟2 	
   ​𝜕/𝜕µμ 	
  [(1−µμ2)​𝜕𝑉/𝜕µμ ]	
  +	
   ​1/𝑟2(1−µμ2) ​𝜕2𝑉/𝜕𝛷2 	
  =	
   ​1/α 	
   ​𝜕𝑉/𝜕𝑡 	
  

1	
  



ECUACIONES 
SEPARADAS EN 
COORDENADAS 

ESFÉRICAS 

 
NOMBRE 

 
ECUACION 

 
SOLUCIONES 



​𝑑2𝛷(𝜙)/𝑑𝜙2   +  m2Φ(𝛷)  =0




Φ(φ)  =Sen  (m  φ)




Φ(φ)  =Cos  (m  φ)





BESSEL	
   




​𝑑2𝑅/𝑑𝑟2   +   ​1/𝑟    ​𝑑𝑅/𝑑𝑟   +  
[λ2−(𝑛+ ​1/2 )2   ​1/𝑟2 ]  R=  0






R  (r)  =  Jn+1/2(λr)




R(r)  =  Yn+1/2(λr)


ASOCIADA	
  DE	
  
LEGENDRE	
  








​𝑑/𝑑µμ   [(1−µμ2)​𝑑𝑀/𝑑µμ ]+
[𝑛(𝑛+1)− ​𝑚2/1−µμ2 ]  M=  0







M  (µμ)  =P  █■𝑚@𝑚   

(µμ)




M  (µμ)  =Q  █■𝑚@𝑚   
(µμ)


TEMPORAL	
   	
  
​𝑑Γ  (𝑡)/𝑑𝑡   +  αλ2Γ(t)  =  0


	
  
Γ(t)  =  e  –αλ2t




Ejemplo 
Dependencia en r y t. 

En este caso la ecuación de 
transferencia toma la forma: 

Con la condición de frontera:  

 Y condición inicial:  

Una esfera de radio r= b tiene una temperatura inicial descrita por la función F(r)   y para 
tiempos t > 0 la frontera r =b disipa calor por convección hacia el medio ambiente que se 
encuentra a 0 K. Encontrar T(r, t) sobre la esfera para t >0  

​1/𝑟    ​𝜕2/𝜕𝑟2   (rT)  =   ​1/α    ​𝜕𝑇/𝜕𝑡 
0<𝑟<𝑏,    1>0


​𝜕𝑇/𝜕𝑟   +  hT  =  0
𝑟=𝑏,
 𝑙>0


𝑇=𝐹(𝑟)
 𝑡=0
 0<𝑟<𝑏




Solución de la ecuación 

La ecuación toma la forma: 

e  inicial  

 
Usando la transformación: 

Con las condiciones 
a la frontera:  

U  (r,t)  =rT(r,t)


​𝜕2𝑈/𝜕𝑟2 	
  +	
   ​𝑟𝑔(𝑟)/𝑘 	
  =	
   ​1/α 	
   ​𝜕𝑈/𝜕𝑡 	
  a  <  r<  b,      t>0


-­‐   ​𝜕𝑈/𝜕𝑟   +  (ℎ1+   ​1/𝑎 )  U  =  af  1
r  =  a,
 t  >  0


​𝜕𝑈/𝜕𝑟   +  (ℎ2+   ​1/𝑏 )  U  =  bf  2
r  =  b,
 t  >  0


U=rF(r)  
 t  =  0,
 a<r<b




NUEVO CAMBIO DE 
VARIABLE 

Con lo que la ecuación toma la forma 

Realizamos un nuevo cambio de variable 

y las condiciones a la Frontera e inicial son: 
 

x=r-­‐a


​𝜕2𝑈/𝜕𝑟2 	
  +	
   ​(𝑎+𝑥)𝑔(𝑥+𝑎)/𝑘 	
  =	
   ​1/α 	
   ​𝜕𝑈/𝜕𝑡 	
  0<x<L,          t>0


-­‐   ​𝜕𝑈/𝜕𝑟   +  K1U=  af  1
x=  0,
 t>  0


U  =  (x+a)  F(x+a)
 t=  0,
 0<x<L


​𝜕𝑈/𝜕𝑟   +  K2U=  af  2
 x=  L,
 t>  0




SOLUCIÓN 

Este problema es idéntico al de una placa 
de espesor L, que puede ser resuelto con 
las técnicas ya estudiadas anteriormente y 

cuya solución es: 

Con  

Y 

R(βmr)  =  βmcosβm(r-­‐a)+K  1  sin  βm(r-­‐a)


K1  =h1+ ​1/
𝑎 

tan  βm(b-­‐a)= ​β𝑚(𝐾1+𝐾2)/β█■2@𝑚 −𝐾1𝐾2 




CONSTRUCCIÓN DE LA SOLUCIÓN COMPLETA 

T(r,  t)=   ​
1/𝑟 


∑𝑚
−1↑∞
▒𝑒
−𝑎β█■2
@𝑚  


​1/𝑁(β𝑚)   
R(βm2r


∫𝑟2𝑚µμ↑𝑏▒𝑟  
𝐹(𝑟2)𝑅(β𝑚𝑟2)𝑑𝑟 2


Solución de la Ec Temporal Solución de la Ec espacial 

El valor de las Cm  se determinará a partir de las condiciones de frontera e 
iniciales: T(r, 0) =F(r) = T0 

​1/𝑁(β𝑚) 	
  =	
   ​2/
(β█■2@𝑚 +𝐾█■2@1   
[(𝑏−𝑎)+𝐾2/
(β█■2@𝑚 
+𝐾█■2@2   )]+𝐾1   	
  	
  	
  	
  	
  

      Cm  = ​1/𝑁(β𝑚)   
∫0↑𝑏▒𝑟𝑅𝑦(β𝑚𝑟)𝐹(𝑟)
𝑑𝑟 
Nota: Se integra entre a y b para permitir 
analizar el caso de una esfera hueca.  K2=h2-­‐ ​1/𝑏 




ESFERA AISLADA 

Cuando ambas fronteras r  =  a  y  r  =  b  están aisladas h1  =  h2  =0. En ese 
caso β0  =0  también es un eigenvalor. En ese caso el término:  

Debe ser agregado a la solución. 

Este término implica que una vez transcurrido el estado transitorio, la 
temperatura del estado estacionario en el medio,  será el promedio 
de la distribución inicial de temperatura F(r), sobre el volumen de la 
esfera aislada,  

​3/𝑏3−𝑎3 	
  ∫𝑎↑𝑏▒𝑟2 𝐹(𝑟)𝑑𝑟	
  



ACTIVIDAD 

Usa el Excel que se ha utilizado 
para resolver el problema del 
cilindro y sustitúyelo por una esfera 
de la misma masa, hecha del 
mismo material. 



HOJA DE CÁLCULO 



Ejemplo de uso del Excel 
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