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CURSO:

TRANSFERENCIA DE ENERGIA

Doctor Rafael Fernandez Flores



ESTADO NO ESTACIONARIO CON GRADIENTES

(COORDENADAS NO CARTESIANAS)




PROBLEMA

¢, Como encontrar la solucién a la
ecuacion de difusion en coordenadas
cilindricas y esféricas?



OBJETIVOS

Conocer las ecuaciones a las que se
llega al separar las variables en
geometrias cilindrica y esférica.

Conocer la manera de encontrar
soluciones a la ecuacion de Bessel

Entender la relacion entre las
condiciones a la frontera y el tipo de
funcidn que es solucion de la ecuacion

Usar las soluciones graficas para
resolver problemas Multidimensionales

Operar el libro de Excel con el que se
obtienen las soluciones




EL LAPLACIANO EN OTROS
SISTEMAS DE COORDENADAS

CILINDRO CONDUCTOR

Transferencia por convecciéon
Aislado

ECUACION DE BESSEL

SOLUCION ANALITICA
Relacion condiciones de frontera/
soluciones

METODO GRAFICO Y ANALISIS
MULTIDIMENSIONAL.

USO DE LA HOJA DE CALCULO

ESFERA CONDUCTORA.
SOLUCION ANALITICA

Relacién condiciones de frontera/
soluciones

METODO GRAFICO
USO DE LA HOJA DE CALCULO




LO GENERAL

La ecuacion de difusion describe la conduccion de calor en estado
no estacionario, cuando no hay fuentes de generacion de calor.

or/dt = aV*T

Donde a, la difusividad térmica, es el cociente k/pC,



Esta ecuacion representa una gran familia de fenbmenos, para
aplicarla a la solucion de un caso particular es necesario fijar la
geometria y las condiciones de frontera que lo describen.

50 «

LO PARTICULAR



EL LAPLACIANO SE ESCRIBE DE DIFERENTES FORMAS

DE ACUERDO CON LOS SISTEMAS DE COORDENADAS

o’  9*f | 9*f
2 £
v f  9x2 T dy? T 9z2

1 3 3 1 9% 32 10 32 1 9% 32
sz:_ (p f) f f_10f f+ f f

p dp dp T ? dp? 9z2 pdp 9p?  p?dp? dz2

1 9 af 1 3 . Of 1 9%f
Vef = =— (r2 —) (Sme —)
f r2 or or T r2sind 96 06 T r2s5in?6 d¢?

af/or )



Analitico Grafico

d%z
E;;'f?}Z =0

d%e¢ .
a TYP=0

d?Ry . 1dR y?
~—L 4+ (B*—-5)R, =0
dr? r dr

METODOS DE
TRABAJAR LAS

SOLUCIONES

Simuladores de Mathematica Excel

x erf erfc erfrerfc
0 1
0.1 0.11246292 0.88753708
02 0.22270259 0.77729741
03 0.32862676 0.67137324
0.4 042839236 0.57160764
05 0.52049988 0.47950012
0.6 0.60385609 0.39614391
07 0.67780119 0.32219881
0.8 074210096 0.25789904
09 079690821 0.20309179
1 0.84270079 0.15729921
11 088020507 0.11979493
12 091031398 0.08968602
13 093400734 0.06599206
14 095228512 0.04771488
15 096610515 0.03389485
16 097634338 0.02365162
17 098379046 0.01620954
18 09890905 0.0109095
19 099279043 0.00720957
2 099532227 0.00467773

Titulo del grafico
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0 cuandot=o0

Geometria Cartesiana

LA CLASE ANTERIOR

T(X) cuandot=t



a) La frontera pierde calor por conveccion

Inicial

«Misma» ecuacion

JT/dt = o V2T

EN ESTA CLASE.

li( 6f)+iﬂ 0°f 10f f 10°f
CILINDRO CONDUCTOR pIp

2002 V922 pdp  9pZ  p20g? | 022

Pero en geometria cilindrica

Inicial ﬁ T / ﬁ 7

enF (1) b__) ?_a frontera se considera
aislada




T (X, t) = Se obtuvo por el método de la separacion de variables

La solucion tiene dos factores, uno exponencial

y otro, una suma de senos y cosenos
(Series de Fourier) con diferentes frecuencias Xm(X) =

Existen un numero infinito de esas soluciones, las etiquetamos con un subindice m

Las fr_e_ClJenCIaS &e calculan a partir de las condiciones
permitidas de frontera.

Con lo que finalmente, la expresion explicita de la solucién es una suma de esos productos:

T(x, t) =

LA SOLUCION DE LA PLACA DE ESPESOR
2H MEDIANTE SEPARACION DE VARIABLES.



Separacion de variables en coordenadas cilindricas

Al separar las variables, habra 3 ecuaciones espaciales, una para cada coordenada.

v/ d’z _
E + T]Z =0
O b =0
dd? Yo =
L P
dr? r dr B re RY =0

Y una para la coordenada temporal

ar(2)/dt + @) =0

La solucion para la parte temporal es

(t) = e—aA2¢




ECUACION DE BESSEL

Si s6lo hay conduccion a lo largo de r, la unica ecuacion espacial que
hay que resolver es:

A2RY /dr2 + 1 /r dRY/dr + (f2—72/
72 )R, =0

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Bessel de orden ).

Siendo }/un numero real.

La ecuacion tiene una singularidad en el origen.

La ecuacion de Bessel modificada dr2 e/dp 12 +1/p de/ Cl'p + 7

de orden cero la encontramos en el
estudio de la aleta circular



El Kreider (y los libros de Y los de fisica asi:
matematicas) la escriben
asi:
xX?y” + xy + (x>-p?) y=0 E

#H R,=0
Para resolverla se propone una solucion de la forma:

y(x) =x'

Cuya solucion es la funciéon de Bessel de orden p

Jp (x) =

1) %
SOLUCION DE LA ECUACION DE BESSEL

Es decir existen una infinidad de soluciones “etiquetadas” con

un subindice I



1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

Si p es un numero entero n.

X

0.1

0.2
0.3

04

/\

IAN
[

Si n es un entero no negativo:

| = (_')t X 2k4n
Ja(x) = ;k!(n-+ Ky 2

Paran=0
w 1y 2k
= 5 G ()
Koo )



ACTIVIDAD

Usar el simulador de Mathematica para graficar
la serie de potencias de J,, J,; y J, para
diferentes numero de sumandos.

Comparar los resultados de cada aproximacion
con los valores proporcionados por Excel y por
Mathematica.

Comentar sobre los errores de truncamiento de
las series.



Como las condiciones a la frontera cuando hay flujo de calor
se expresan en terminos de la derivada de |, es util conocer
las siguientes formulas de recurrencia:

XV pi1- 20) + X1 =0

)

]p+1 B Zp] D ]p-l =0

X]’p + p]p = X]p-l

X]’p B p]p < _X]p+1

RELACIONES DE RECURRENCIA DE
LAS FUNCIONES DE BESSEL



La funcion R, (B, 1), la norma N(3,,,), y los valores B,
de la ecuacion diferencial

Sujeto a las condiciones limite

dRv/dr + 1R, =0 2/RUBmb) . Bul(Bab)HN(Bub) =0

B2m/
b2 (H2+B I @m )

dRv/dr =o 2/2v(Bmb) - Bl v (BrD)=0"
S @m /b2
E2@m —y2 *

2/2(Bmb) J,(Byb)=0

RELACION CONDICIONES DE FRONTERA/
SOLUCIONES



Para la condicion de frontera + hRy =0

los indices 3, de las funciones de Bessel
se obtienen al resolver la ecuacion:

Bl (Bmb) + hj,(B,b) =
0

El Excel usado en la practica resolvia esa ecuacion.

e | B | B | B | B | B |




ACTIVIDAD

Para diferentes valores de h y
del radio b usar el programa
desarrollado en Excel para
calcular valores de 3,

K=




CONSTRUCCION DE LA SOLUCION COMPLETA

Solucidén de la Ec Temporal Solucién de la Ec espacial

El valor de las C,, se determinara a partir de las condiciones de frontera e
iniciales: T(r, 0) =F(r) =T,

Donde N(fm) es:



Sustituyendo:

—o /2 @m

Donde: Z'/O(ﬁmi”)/
W, @m

h Es el coeficierte de conveccion
T, La temperatutn ' O(ﬁm

b El radio del céadro

B, Los eigenvalores que se calculan a

partir de las condiciones de frontera

J, La “Bessel cero”

La solucion final es analoga a la de la placa de espesor 2H, se
trata de una suma infinita de productos de la solucién de la
ecuacion temporal por la solucién de la ecuacion espacial

La diferencia es que ahora las soluciones de la funcion espacial
no son funciones trigonométricas, sino las funciones de Bessel.



Las funciones de Bessel J (B,,r)

Son como las funciones de Fourier
(Sen Aty Cos A, t)

Que permiten escribir una funcion
solucion de una ecuacion diferencial
en derivadas parciales con
condiciones a la frontera, como suma
de ellas.

Los matematicos a este tipo de
conjuntos de funciones, los llaman
una base del espacio de soluciones
de la ecuacion diferencial.

Las funciones de Bessel aparecen en problemas de simetria cilindrica.

COMENTARIOS



Los numeros A, o B,, que los etiquetan se

llaman Eigenvalores.

Si la simetria es esférica aparecen otras funciones
semejantes.

COMENTARIOS

Dos buenas
referencias para
ver los detalles

de los calculos
son el Kreider y
el Ozisik.
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GRAFICA DE LA SOLUCION
ANALITICA USANDO EXCEL

DATOS DE ENTRADA

ECUACION

One Dimentional Transient Heat Conduction Solution

o= T(rt) — T, _ o 2 1B (Bn%) ( ) at)

T—Ta LBl + B

_Bnﬁ

Data
Dimentions
cm m
Diameter, D 15 1.50E-01 |~
Radius, R 7.5 7.50E-02 | ¥
Initial Conditions
°C K
-~
Initial Temperature, Ti 500 773.15 E
-~
Room Temperature, Ta 50 323.15 ‘7
Thermal Properties 10
Jsim2ec ’

Thermal Conductivity, k. 100.00 -
kg m -3 0.8

-~
Density, p 1700.0 E 0.7
Jkg?ec™ 0.6

-~
Heat Capacity, Cp 900.0 !; ® 05
Js"m2c 0.4

-~
Heat Transfer Coefficient, h 950 0.3

- .
2 1
m-s 0.2
Thermal Diffusivity, oo 6.54E-05 0.1
0.0
Biot Number, Bi 0.713

RESULTADOS

——r/R0.25
——r/R0.50
r/R0.75
r/R 1.00

20 40 60 80
Time, s

100

=(2/L$5)*(((BESSELJ(LS5,1))* (BESSELJ((LS5*($B$25/5$CS5)),0)))/((((BESSELI(LS5,0))A2))+((BESSELI(L
$5,1))72)))*(EXP(-(LS572*5G32)))




Un cilindro de 5 cm de diametro que se encuentra a
una temperatura uniforme de 800 C es colocado en un
ambiente de 30 C. Encuentre la temperatura en el
centro del cilindro después de 3 minutos. La
conductividad k del metal es de 50W/m C, el
coeficiente de transferencia de calor h es de 400 W/m?2
C, C, de 500 J/kg K'y p de 7,200 Kg/m?3

EJEMPLO — M —

h=400W/m?
30°C TO=270C
ambiente K=50W/m2:K

C, C,=500]/kgK
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SISTEMAS

MULTIDIMENSIONALES

Cilindro largo

Las soluciones de problemas en una dimension
pueden usarse para construir soluciones de
problemas de dos y tres dimensiones, usando
un método de superposicion multiplicativa.

Siempre y cuando el sdélido no genere calor
internamente, todas sus superficies estén
expuestas al transporte convectivo del mismo
fluido, a la misma temperatura y con el mismo
coeficiente de transporte convectivo h



La solucion puede generalizarse de la siguiente manera:

la solucién para una geometria multidimensional es el
producto de las soluciones de las geometrias uni-
dimensionales cuya interseccion forma el cuerpo
multidimensional.

Por conveniencia las soluciones uni-dimensionales se
denotan asi:

SOLUCION _ B ,
GENERALIZADA ?p}i;‘;())('t) (7(xt)—T/Ti

6cilindro (r’t) = (T(r" Z-)_ TOO/
7i—To0 )

esemi-inf (X't) — (T(.X; Z-)_ TOO/
7i—Too )




CILINDRO CORTO

Altura ayradior, : Pared
plana
Temperatura inicial T, T
h
No hay generacidén de calor
Tiempo: t=0 d
Conveccion T, l
Coeficiente de transferencia h _
Solucidén e
.’ |
_____________________ - !
=(7(%2) X (T(r,0)=ToT(r,xt)
— 70 /T 7i—To ) — 700 /T

g lenoend



Semi-infinite plate

Infinite rectangular bar

One-quarter infinite solid

Semi-infinite cylinder

Finite cylinder

Geometria

Algunos casos de interés

Tomados del Kreith.

Magnitud adimensional
temperatura en punto P

Semi-infinite rectangular bar

0,(x,
L
o,
B2 _ g ypiey
Rectangular parallelepiped
Op(x1, X)
- S(x1)S(x2)
One-quarter infinite plate
Oy(x, 1
D s
0;
One-eighth infinite plate
Oy(x, 1)
T = PUC()

Geometria

O5(x, Xz, x3)

Magnitud adimensional
temperatura en punto P

0,(xy, X5, X3)

r = S(x1)P(x2)P(x3)

O5(x1, X2, X3)

o = P(x1)P(x2)P(x3)

0 = S(x1)S(xz)P(x3)

8,(xy, X5, X3)
S = Sl)sboste)



Un cilindro de 8.0 cm de diametro exterior y 12 cm de
longitud que se encuentra a una temperatura de 270 C
se coloca en un ambiente convectivo (h = 410 W/m2K)
a 50 C. Las propiedades del metal del que esta hecho
el cilindro son a = 0.048 m? /hr y k = 39 W/m K.

Determine la temperatura en el centro del cilindro
después de 5 minutos.

— 80cm

EJEMPLO

==t h=410W/m2 ‘K
12 cm

T4=270C
K=39W/m2-K
a=0.048M?/hrs




SOLUCION

La solucion de este caso
multidimensional sera el
producto de las soluciones de
un cilindro infinitamente largo
y una placa (slab). Las
siguientes laminas muestran
la solucion para estos dos
Casos:

Temperaturas transitoras adimensionales y flujo de calor para
un cilindro largo
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Figure (3)




Para el cilindro largo

B, = F0=O(T/
Al /2k 702

- (410) = (0.048)
(0.04)/2(39) (0.0833)/
= 021 (0209,)2
1271 =

1/2(0.21) =2.38
7(O1)—7c0 /7T0—7c0 = 0.145



Para la placa de espesor 2L

El numero de Biot esta dado por:

B,=AL/k

_ (410)
(0.06) /39

Fo= /1L /K

— (0.048)
(0.0833)/

1/F1 =1,/0.630106D2

= 1.585

Por at/L2=111y 1 /A1
= 1.585

s, =7(0,T)
70—7



Combinando las soluciones
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ESFERA CONDUCTORA



— = a VT «Misma» ecuacion

Pero en geometria esférica

d2T/or2 +2/r T /rdr +1/r2sindf (sin&or

ECUACION DE DIFUS!ON EN
COORDENADAS ESFERICAS

Condiciones a la frontera.

a) La frontera pierde calor por
conveccion

b) La frontera se considera aislada




Con el cambio de variable |, —coSld V= ri/2T

La ecuacion se transforma en:

avV/or2 + 1/r oV/or -1/4 V/r2 +1/72

PRIMER CAMBIO DE
VARIABLE

Al separar las variables, habra tres ecuaciones espaciales, una
para cada coordenada. Y otra mas para la coordenada temporal




NOMBRE ECUACION SOLUCIONES

a2 ¢(¢)/d¢2 + m?®(P) =0 @(¢) =Sen (m @)

@ (¢) =Cos (m @)

BESSEL
R (r) = Jn+1/2(Ar)

SRR o @2R/ar2 «1/r dk/ar « A=
COORDENADAS [A2—(n+1/2 )2 1/72 [r=0 ISR
ESFERICAS
ASOCIADA DE
LEGENDRE M (H) —p .m@m
d/d [(1—n2)dM/dy ]+ w0
[n(n+1)—m2/1—p2 Ju=0 ™= Mm@m
(W
TEMPORAL

ar (t)/dt + oaA’T'(t) =0 I(t) = e ~aA2t




Ejemplo

Dependencia enr y t.

Una esfera de radio r= b tiene una temperatura inicial descrita por la funcion F(r) y para
tiempos t > 0 la frontera r =b disipa calor por conveccion hacia el medio ambiente que se
encuentra a 0 K. Encontrar T(r, t) sobre la esfera para t >0

En este caso la ecuacion de
transferencia toma la forma: 1/7” 52/57”2 (I(Tk-‘r%,x ﬁb’ﬁ[‘
Con la condicién de frontera: ﬁT/ﬁ?’ + hT=0 r:b, />O

Y condicion inicial: T=F(7) =0 0<r<bH



Solucion de la ecuacion

Usando la transformacién: U (r,t) =rT(r,t)

La ecuacion toma la forma: A /‘\ ébl/@oﬁ[//ﬁl'

:a,af1 t>0
Con las condiciones
a la frontera: w—
Nem—
[§ \ ’ L];—lbfz t > 0
— N

e inicial U=rF(r) t

0, a<r<b



Realizamos un nuevo cambio de variable X=Tr-4a

Con lo que la ecuacién toma la forma

AU/072 + (at+x)g(x+a) /<=3t /0t

NUEVO CAMBIO DE

VARIABLE y las condiciones a la Frontera e inicial son:
-dU/0r +K,U=af x=0, 0
U /0r +xK,u=af, x=L, >0

U = (x+a) F(x+a) t=0, 0<x<L




SOLUCION

Este problema es idéntico al de una placa

de espesor L, que puede ser resuelto con

las técnicas ya estudiadas anteriormente y
cuya solucion es:

R(er) = BmCOSBm(r_a)-I_K 1 sin Bm(r_a)

Con g, =h+1/
a
Y tanp,b-a)=Pm(A1+A2) /B2 @m — .



CONSTRUCCION DE LA SOLUCION COMPLETA

T(r, )=

A RN |

Solucién de la Ec Temporal Solucion de la Ec espacial

El valor de las C,, se determinara a partir d& las condiciones de frontera e
iniciales: T(r, 0) =F(r) =T,

Nota: Se integra entre a y b para permitir
analizar el caso de una esfera hueca. K,=h,-




ESFERAAISLADA

Cuando ambas fronteras r = ay r = b estan aisladas h; =h,=0. En ese
caso 3, =0 también es un eigenvalor. En ese caso el termino:

Este término implica que una vez transcurrido el estado transitorio, la
temperatura del estado estacionario en el medio, sera el promedio
de la distribucion inicial de temperatura F(r), sobre el volumen de la
esfera aislada,



ACTIVIDAD

X

Usa el Excel que se ha utilizado
para resolver el problema del
cilindro y sustituyelo por una esfera
de la misma masa, hecha del
mismo material.



HOJA DE CALCULO

Hola de Calculo: Transferencia de calor en edo. no estacionario (medio finito)
Geometria: Pared plana infinitamente larga
M. en |. Roberto Cruces Reséndez

Dr. Bernardo Hernandez Morales

[ S I % D Transert hest conduction - £
N NSERTAR 135 P ML > 13 VISTA K 13
X Cabbn 1 A K tar bed General ? ‘,; - 4
En el cuadro “Geometria” se
; f seleccionan las dimensiones de la placa
; — - (en este caso el espesor) con ayuda del
3 o tanf = ¢
Ml | oeam m | s | wm [ e | e | w controlador colocado a un costado. Es
Ha¥ thickness L s = oce-02 |_7os: | 1says | sisor | 7cesx | oosvo | 13cedn | ieias: . -
posible dar click en la celda y poner el
One Dimeational Trassiont Heat Conduction Sokation Va I O r req u erid o .
T ) -T, ".-l:cv:'l.'a’,‘)rn:[ﬂ.§:| ¢ aty
g =77 '72‘ 20, + sen(2f,) exp | A7 )
¥ —
10
|
0o |
08 H




Ejemplo de uso del Excel

L) B c o E F G H 1 J K L M N o F o R s T u v w B v 2z LL)
1 Data Rootz of Transceadental Equation
: Dimestions BJ1(6)-c]o(£)=0
4 Diameter, D 15 150E-01 &) Bi | B1 | B2 Bs | Be | s [
s Radiuz, R 15 750E-02 [+ 071 | 10313 | 40132 | 7425 | 10.2508 | 13.3632 | 16.5131
. Initial Conditionz
7 r 3 Onc Dimeational Tranzieat Heat Conduction Solati
o | Wil Tempersture, Ti 500 315 fi

o
, | RoomTempersture, T. 50 32315
10 Thermal Properties
1" T m T e
10
- Thermal Conductivity,k 10000 —| — swe
13 dgm* o8 N
Denzity, o 1700.0 —| 08 "> R T
14 - ~ ~
E— N e
= She T LT 07 | " -
Heat Capacity, Cp 9000 — - e PAO:LO B .

1% - o5 F NN R -
17 soml e - e .

Heat Transfer Cocfficient,h 950  — T o5 . B 300 o
1% = - -8 —

L] 04 | '} E b
19 mo s -3 - 2000 b 3
Thermal Diffusivity, 5 6.54E- l
w0 crmal Diffusivity, o 6.54E-05 03 | [Fr02s w—r/RO25
21 <
2 Biot Number, B 0.713 0z /ROS0 P N
2 /R075 : /2075
= nm il 4T =m0 +/R 1.00
2 1 188E-02 025
00 00 A : .

2 2 GIE02 050
27 3 S563E-02 075 ° o 0 0 =0 1o ° 0 e i &0 o
28 4 T.50E-02 1.00 Time, = Time, =
29
20 "R 025
31 t[z] Fo n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 o(rt) o) o(rt) o (rt) e(rt) o) T(rt) T(rt) (] ] T(rt) T(rt)
= 00 0000 113382 -0A716 0.03575 0.00475 -0.0144 0.01145 13 036 100 100 033 100 S60.22 43232 439.01  SOLIS 43463 43335
S 40 0046 10727 -0.0811 000338 36E-05 -3E-06 3.6E-03 107 099 100 100 100 100 53272 49623 43175 43177 4376 49176
24 80 0033 101433 -0.0333 000032 27E-07 -3E-10  LIEA3 101 035 038 033 033 033 S06.70 43347 45962 48962 45962 48362
3 120 0133 036011 -0.0131 3E-05 24E-03 -2E-13  34E-13 036 034 034 034 034 034 45208 47335 47336 47336 47336 47336
3 160 0136 030841 -0.0085 28E-06 16E-N  -SE-f  LIE-24 031 030 030 030 030 030 45579 45435 45435 45435 45435 45435
S 200 0232 085344 -0.004 27E-07 12E43  -IE-20  33E-30 086 086 086 086 086  0.86 43675 43434 43434 43434 43434 43434
3 240 0213 08131 -0.0013 25E-08 G8.3E-16 -3E-24  1E-35 03 03 03 081 08 0.3 41530 41505 41505 41505 41505 41505
24 250 0325 076328 -0.0003 24E-03 6.3E-18  -TE-28  3.2E-41 0fr  om  om  of  of ot 39618 33507 33507 GI5TT G357 BI5AT
a0 320 0312 072181 -0.0004 23E-10 SJE-20  -26-31  3IE-47 073 013 0713 073 0713 013 37152 31183 51183 31133 31133 31138
at 360 0416 063853 -00002 24E-N  33E-22 -4E-35  3E-52 063 063 063 063 063 063 35986 35971 3571 35901 35907 | 35341
@ 400 0465 065146 -3E-05 2612 23E-24 -IE-35  3SESE 065 065 065 065 065 065 34316 34302 34302 34342 34392 34342
a 440 05M 061634 -4E-05 13E-13  22E-26 -2E-42  3E-63 062 062 062 062 062 062 32135 32133 52133 32133 32133 | 32183
a4 450 0555 053312 -26-05 13E-4  1TE-25 -6E-46  I.2E-63 053 053 058 058 055 058 31240 31233 31233 31239 31233 | 31233

el

M < » M| Roots Transc. Eqs Plate | Cylinder . Sphere
Listo |




REFERENCIAS

Kreider. Andlisis lineal.
OZISIK, M.N. «Heat Conduction»




