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No es lo mismo pero es igual...

Resumen

El concepto de relacion de equivalencia es fundamental en matematicas y aparece a lo largo de toda esta
ciencia, desde sus bases hasta las teorias mas modernas y abstractas. Sin embargo las relaciones de
equivalencia también se encuentran en la vida diaria y mediante ellas se puede explicar cdmo clasificamos
distintos objetos 0 como “aprendemos” nuevos conceptos.

Palabras clave: Relaciones de equivalencia, clases de equivalencia, conjunto cociente.

It is not the same but it is equal...

Abstract

The concept of equivalence relation is fundamental in mathematics, it appears through this science from its
basic concepts to the most modern and abstract theories. Moreover, equivalence relations are present in
everyday life and by using them it can be explained how we classify things or how we “learn” new concepts.

Keywords: Equivalence relation, equivalence class, quotient set.

Introduccion

“Hay 10 clases de personas en el mundo...
... 1as que entienden el sistema binario, y las que no.”

Las Matematicas se encuentran en todas partes y todos las utilizamos de una u otra manera diariamente.
Se podria decir que son el lenguaje de las ciencias llamadas exactas y en la actualidad también son una
herramienta muy Util en las Ciencias Sociales, tales como la Economia o la Psicologia.

Explicar al publico en general alguna teoria o aspecto de las Matematicas modernas es una tarea dificil.
Una de las razones es que no existe realmente una cultura general sobre conceptos Matematicos
modernos. Los conceptos que la mayoria de la gente estudié en la escuela fueron creados mas alla de la
mitad del siglo XIX. Esto ocurre en nuestro pais con la ciencia en general, aunque el problema es mayor
con las Matematicas: si un fisico o un biélogo habla sobre agujeros negros 0 ADN, la gente tiene una
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idea sobre estos conceptos, tal vez una idea vaga y hasta posiblemente errénea, pero es muy probable
que haya escuchado en alguna ocasion sobre ellos. Por otro lado, si un matematico habla sobre teoria K,
gavillas o martingalas es muy probable que esa sea la primera vez que se escuchen dichas palabras.

En una ocasion lei sobre una anécdota que ocurrié cuando Einstein llegd a los Estados Unidos, la cual
ignoro si es veridica, un reportero le pregunto si podia explicar en pocas palabras de que se trataba la
Teoria de la Relatividad, la respuesta del famoso fisico fue: “; Podria Usted explicarme como hacer un
pastel si yo no sé qué es la harina?”. En ésto radica precisamente la dificultad para describir alguna
teoria matematica moderna; se tiene que explicar primero muchos de los “ingredientes” antes de poder
definir como hacer el “pastel”. Los matematicos tenemos la responsabilidad de que, poco a poco, dichos
ingredientes formen parte de la cultura general.

En el presente articulo intentaré explicar uno de dichos ingredientes: las relaciones de equivalencia, las
cuales son un tipo de relaciones muy faciles de describir y aparecen a lo largo de todas las Matematicas,
desde sus bases, hasta las teorias mas nuevas y abstractas. Este tipo de relaciones también se
encuentra en otras ciencias e incluso en nuestra vida diaria.

Las relaciones de equivalencia son importantes en Matematicas porque con ellas se pueden definir
nuevos conceptos a partir de los existentes y clasificar los diferentes objetos de estudio. En la vida diaria
también nos permiten explicar como clasificamos distintos objetos 0 cémo “aprendemos” conceptos
nuevos.

Relaciones de equivalencia

Las relaciones de equivalencia son relaciones entre los elementos de un conjunto cualquiera y su caracteristica
principal es que abstraen el concepto de igualdad.

La importancia de estas relaciones consiste en que dividen a los elementos del conjunto en diferentes clases,
llamadas clases de equivalencia, de tal suerte que cada elemento pertenece a una y sélo una clase.

Tomemos un conjunto cualquiera X y sean a y b dos elementos en X (lo cual denotamos por a,b € X
). Si @ esta relacionado con b escribiremos a ~ b. Una relacion de equivalencia en X es una relacion que
satisface las siguientes propiedades:

Reflexividad: « ~ a paratoda aen X.
Simetria: Si « ~ b, entonces b ~ a.
Transitividad: Sia ~ by b ~ ¢, entonces a ~ c.

Es facil ver que la igualdad entre elementos de cualquier conjunto satisface las propiedades anteriores.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1. Usemos como conjunto X una bolsa de lunetas’ y como relacion: « tiene el mismo color que b.
Veamos que efectivamente es una relacion de equivalencia:

‘11 Si eres muy joven para saber que son las lunetas, piensa en una bolsa de chocolates M&M’s.
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Reflexividad: toda luneta tiene el mismo color que si misma.

Simetria: Si la luneta « tiene el mismo color que la luneta b, entonces la luneta b tiene el mismo color que
la luneta a.

Transitividad: Si « tiene el mismo color que by b el mismo color que ¢, entonces « tiene el mismo color que
C.

Ejemplo 2. De manera analoga, es facil ver que los siguientes ejemplos son relaciones de equivalencia:
a) Sea X el conjunto de todos los seres humanos y la relacién: a tiene el mismo cumpleafios que b.
b) Sea X = {todos los seres humanos} y la relacion: « tiene el mismo signo del zodiaco que b.

Notemos que en los ejemplos anteriores estamos usando el mismo conjunto X y dos relaciones diferentes
en él. Estas relaciones se pueden comparar, porque si dos personas tienen el mismo cumpleafios, entonces
tienen el mismo signo del zodiaco, es decir, la relacion en el ejemplo a) implica la relacion en el ejemplo b),
pero no al revés, pues hay personas que son Géminis pero que tienen cumpleafios distintos.

Para ver que no todas las relaciones son de equivalencia analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3. Nuevamente X = {todos los seres humanos} y la relacién: « es hermano de b (de sangre
por parte de padre y madre). Claramente esta relacion es simétrica (si a es hermano de b, entonces b es
hermano de a), pero no es reflexiva (nadie es hermano de si mismo) y tampoco es transitiva (ya que si a es
hermano de b, entonces b es hermano de a, pero como vimos a no es hermano de a). Sin embargo, esta
relacion es casi transitiva, es decir, si a es hermano de b, b es hermano de ¢y @ # ¢, entonces a es hermano
de c. Si en la relacion consideramos también a los medios hermanos, entonces la transitividad puede fallar
en mas casos.

Clases de equivalencia

Veamos ahora como una relacion de equivalencia divide al conjunto en el que esta definida. Sea X un
conjunto con una relacion de equivalencia ~. Tomemos un elemento a de nuestro conjunto X, es decir
a € X. La clase de equivalencia de «, la cual denotaremos por [a], es el subconjunto de X formado por
todos los elementos b de X que estan relacionados con a, es decir b ~ a. En simbolos, esto se escribe
asi:

[a] ={be X |b~a}.

De todo elemento en [a] (por ejemplo ) decimos que es un representante de la clase [a]. Veamos algunos
ejemplos:

e Enel Ejemplo 1, la clase de equivalencia de una luneta roja es el montoncito con todas las lunetas
rojas.

e En el Ejemplo 2a) de los cumplearios, la clase de equivalencia de Albert Einstein esta formada por
todas las personas que cumplen afios el 14 de marzo.

e En el Ejemplo 2b) de los signos del zodiaco, mi clase de equivalencia esta formada por todas las
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personas que son Aries.

No es dificil convencerse de que dadas cualesquiera dos clases de equivalencia tenemos solo dos
posibilidades, o son la misma, 0 son ajenas, es decir, no tienen elementos en comun. Veamos esto en
nuestros ejemplos.

e En el Ejemplo 1, tomemos dos lunetas, si son del mismo color (digamos rojas) entonces sus
respectivas clases de equivalencia son la misma (el montoncito con todas las lunetas rojas). Si son
de distinto color (roja y azul, por ejemplo), entonces sus clases de equivalencia (el montoncito rojo y
el montoncito azul) no tienen elementos en comun (no hay lunetas que sean rojas y azules al mismo
tiempo).

e Analogamente, en el Ejemplo 2a) dos personas que cumplan afios el mismo dia tienen la misma
clase de equivalencia y , por ejemplo, las clases de equivalencia de Benito Juarez y Albert Einstein
no tienen elementos en comun, pues no existe ninguna persona que cumpla afios el 21 de marzo y
al mismo tiempo el 14 de marzo.

Entonces tenemos que las clases de equivalencia parten al conjunto X, donde cada clase de equivalencia
es una parte. En este caso, los matematicos decimos que toda relacion de equivalencia induce una particion
en el conjunto X. Por lo tanto, las clases de equivalencia clasifican a los elementos de X, poniendo a cada
elemento en su correspondiente clase de equivalencia.

Una de las propiedades mas importantes de las clases de equivalencia aparece cuando formamos un
nuevo conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia, es decir, olvidamos que cada clase de
equivalencia puede estar formada por muchos elementos de X y la pensamos como un solo elemento de un

nuevo conjunto al que llamaremos X . En simbolos esto lo escribimos asi:

<t

= {[o]a e

X1,

= 3

(el conjunto X esta formado por todas las clases de equivalencia [a], donde @ es un elemento de X).
El conjunto X recibe el curioso nombre de conjunto cociente. La propiedad importante es que si “vemos

fijamente” al conjunto X, entonces cada uno de sus elementos (es decir, cada clase de equivalencia)
representa la propiedad que tienen en comun los elementos de X en dicha clase de equivalencia y todo el

conjunto X representa un nuevo concepto. Como antes, esto se entiende mejor con un ejemplo.

Consideremos nuevamente el Ejemplo 1 donde X es una bolsa de lunetas. En este caso, el conjunto X
tiene como elementos a los montoncitos de distintos colores. En este caso, cada elemento de X representa
un color, que es la propiedad que tienen en comun las lunetas que estan en dicha clase de equivalencia
(montoncito). Por otro lado todo el conjunto X representa los distintos colores que tienen las lunetas: rojo,
amarillo, café, verde, azul, naranja y morado?.

2 ¢ Hay lunetas moradas?
6 -xx
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En otras palabras, X abstrae el concepto con el que la relacion de equivalencia clasifica a los elementos
de X. En este caso, el color.

De la misma manera, en el Ejemplo 2a), la propiedad que representa cada clase de equivalencia es un
dia de cumpleafios y X representa, o consiste de todos los dias del afio. En el Ejemplo 2b), mi clase de
equivalencia representa al signo Aries y X a todos los signos del zodiaco.

Ejemplos de relaciones de equivalencia en matematicas

En todos nuestros ejemplos, desde la misma definicidn de la relacién de equivalencia podemos ver cual es el
concepto que clasifica a los elementos de X, pero en general no es asi, como veremos a continuacion.

Veamos algunos ejemplos de relaciones de equivalencia en matematicas.

Ejemplo 4. Sea N el conjunto de los nimeros naturales:

N=1{0,1,23,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14,15,...}

y consideremos el conjunto N x N, que consiste de todas las parejas ordenadas de numeros naturales

NxN={(a,b)|a,be N},
donde ordenadas quiere decir que (2, 4) no es igual a (4, 2).

Sea X el subconjunto de N x N de parejas cuyo segundo numero es distinto de cero, es decir

X ={(a.b) eNxN|b£0}.

<> LA™ Y =

Definamos la siguiente relacién de equivalencia en X:
(a,b) ~ (c,d) siysolosi ad = bc.

A primera vista, no es facil reconocer cual es la propiedad que tienen en comun los elementos de una clase
de equivalencia (aparte de satisfacer la igualdad anterior). Analicemos por ejemplo la clase de equivalencia

de la pareja (1, 2):
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En este caso, podemos observar que el primer numero de la pareja siempre es la mitad del segundo numero,
por lo que podriamos decir que la propiedad que representa esta clase de equivalencia es la de mitad. Otra
manera de ver esto es identificando a cada pareja ordenada (a, b) con la fraccion ¢, entonces podemos ver
que todos los elementos de la clase [(1, 2)] representan a la misma fraccion:

Por lo tanto, podemos decir que la clase de equivalencia [(1, 2)] es la fraccion 1 y los distintos representagtes
-XX
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de la clase, son distintos representantes de la misma fraccion.

Ahora, si cada clase de equivalencia [(a, b)]la estamos identificando con la fraccion ¢, entonces el conjunto cociente

X consiste de todas las fracciones 3 con a y b nimeros naturales y b # 0. El nuevo concepto con el que la relacion
de equivalencia ~ clasifica a los elementos de X es el concepto de razén entre dos niimeros naturales.

El hecho de que cada fraccion tenga muchos representantes distintos es una de las causas de que muchos nifios en
la primaria tengan problemas para sumar fracciones.

Ejemplo 5. Consideremos nuevamente el conjunto N X N = { (a,b)|a,b € N}, de parejas ordenadas de
numeros naturales y definamos la siguiente relacién de equivalencia en él:
)~ (c,d) siysolosi a+d=b+c.

(a
\M

Analicemos la clase de equivalencia de las parejas (2, 0), (7,7), (1, 2):

[(2,0)] ={(2,0),(3,1).(4,2),(5,3),(6,4).(7,5).(8,6).(9,7).... },
[(7.7)] = {(0.0). (1.1), (2.2), (3.3), (4.4). (5.5). (6,6). (T.7).... }.
[(1,2)] = {(0,1),(1.2).(2.3).(3.4).(4,5). (5.6). (6, 7). (7.8).... }.

Podemos observar que en los elementos de la clase [(2, 0)] el primer nimero de la pareja siempre es 2 unidades
mayor que el segundo niimero, en los elementos de la clase [(7, 7)] ambos nimeros siempre son iguales y en los

elementos de la clase [(1, 2)] el primer nimero de la pareja siempre es 1 unidad menor que el segundo niimero. De
manera general, tenemos que en todos los elementos en una clase, la diferencia entre el primer y segundo nimeros
es la misma:
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Entonces a cada clase de equivalencia la podemos identificar con dicha diferencia, es decir, a la clase [(2, 0)] con

el nimero 2, la clase [(7, 7)] con el nimero 0 y a la clase [(1, 2)] con el nimero —1. En general, dada una pareja
ordenada cualquiera de numeros naturales, tenemos tres posibilidades:

e Elprimer nimero es mayor que el segundo. Si &, n € Nyn > 0,laclase [(k + n, k)] es identificada con
el numero positivo & +n — k = n.

o El primer nimero es igual que el segundo. Si k& € N, la clase [(k, k)] es identificada con el nimero
k—Fk=0.

e  Elprimer nimero es menor que el segundo. Si k, n € Nyn > 0,laclase [(k, k + n)]es identificada con

[EPNA .

el nimero negativo & — (k + n) = —n.

—_ N
Por lo tanto, el conjunto cociente N x N se identifica con el conjunto de los nimeros enteros, el cual se acostumbra
denotar por la letra 7, es decir,

7 — { _0 Q9 7 8 _F A2 _9 _iN019924A86H790 1
zu—‘.k U, [ U, J '—.t, J L L, .J_./A.u “.t.uUl.U.d, .){.

N
\C
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El nuevo concepto con el que la relaciéon de equivalencia ~ clasifica a los elementos de N x N es el
concepto de diferencia entre dos niimeros naturales.

Ejemplo 6. Sea X = {(a,b) € Z x Z | b # 0 } con la misma relacion de equivalencia que el Ejemplo 4,
es decir,

(a,b) ~ (c,d) siysolosi ad = be.

Nuevamente la clase de equivalencia [(a, b)] puede identificarse con la fraccidn ¢, pero ahora las fracciones

pueden ser negativas. En este caso, el conjunto cociente X se identifica con el conjunto de los nimeros
racionales, el cual se acostumbra denotar por la letra @, es decir,

Q={>la.beZ, b#£0}.

> Q@

Ejemplo 7. Sea n un numero entero. Definimos una relacion de equivalencia en el conjunto de los numeros
enteros 7, de la siguiente manera

a~b siysolosi a—besun muiltiplo de n.

Esta relacién se conoce como congruencia modulo n y generalmente cuando a ~ b se denota por
a=0b mod n.

Tomemos como ejemplo n = 5y analicemos la clase de equivalencia de 1:
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Después de observar los nimeros en esta clase de equivalencia no es dificil llegar a la conclusion de que
consta de todos los numeros de la forma 5k + 1, donde k& puede ser cualquier nimero entero. En otras
palabras, la clase de equivalencia [1] consiste de todos los niimeros que al dividirlos entre 5, nos queda
como residuo 1. De lo anterior podriamos pensar que

Una clase de equivalencia consiste de todos los numeros que al dividirlos entre n tienen el mismo
residuo.

Como en los ejemplos anteriores, podriamos verificar esto para otras clases de equivalencia, sin embargo,
en matematicas no es suficiente verificar algunos o muchos casos para llegar a una conclusion, lo que
hacemos los matematicos es demostrar que las afirmaciones son validas en general. Como un ejemplo,
daremos una demostracion de la conjetura® anterior.

Demostracién. Sea b un nimero entero cualquiera y supongamos que al dividir a b entre n obtenemos como
residuo r, es decir

1

b= kn+r para algun

15Ul

Lo que queremos demostrar es que todo elemento « en la clase [b], al dividirlo entre . también obtenemos
como residuo 7.

akeZy0d<r<n. (1)

3 Juicio que se forma de las cosas 0 acaecimientos por indicios y observaciones. Real Academia Espafiola.
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Como a esta en [b] tenemos que a = b mod n, por lo tanto, ¢ — & es un multiplo de 7, es decir,

—b=1In paraalgunalecZ, (2)

fl
LW

substituyendo (1) en (2) obtenemos
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por lo tanto al dividir a a entre n también obtenemos como residuo a ». [*

Por lo tanto, el conjunto cociente 7, de esta relacion, que generalmente se denota por Z,,, consiste en las n
clases correspondientes a cada posible residuo r entre 0y n — 1

rn ~

{[U]a [1]7 [2]7 R [n - 1]}

y es llamado el conjunto de clases residuales médulo 7.

Enelcaso cuandon = 2,tenemos que Z, consta de solo dos clases Z, = {[0], [1]},a clase [0] corresponde
a los numeros pares y la clase [1] corresponde a los nimeros impares.

En los ejemplos anteriores hemos visto que el conjunto de numeros enteros 7 y el conjunto de numeros
racionales Q@ pueden verse como el conjunto cociente de una relacion de equivalencia. El conjunto de
numeros naturales también puede verse como un conjunto cociente.

Ejemplo 8. Consideremos a todos los conjuntos finitos y digamos que dos conjuntos estan relacionados si
podemos encontrar una biyeccion entre ellos, es decir, si a todo elemento del primer conjunto podemos
asociarle uno y sélo un elemento del segundo conjunto y viceversa, por ejemplo

{#.Q, &} esté relacionado con { s, &, on}
ya que podemos encontrar una® biyeccion entre ellos, por ejemplo:
C
V=@
&= oo (3)
Sin embargo

{#.Q, &} no esta relacionado con {0, ", ¢, 9}

Fo¥FJ

ya que si intentamos encontrar una biyeccion, siempre saldra sobrando un elemento del segundo conjunto,

4 Anteriormente se acostumbraba terminar una demostracion con las letras QED, abreviacion de la frase en
latin quod erat demonstrandum que significa “lo que se queria demostrar”. Actualmente se usa el simbolo O llamado
lapida (tombstone en inglés) o simbolo de Halmos, en honor al matematico Paul Halmos quien introdujo su uso en
las matematicas.
15 De hecho podemos encontrar 3! := 3 x 2 x 1 = 6 biyecciones distintas.
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por ejemplo:

=0
—
O=¢
&=0 @)

Esta relacion es una relacion de equivalencia y cada clase de equivalencia consiste de todos los conjuntos
con el mismo numero de elementos. Por lo tanto, cada clase de equivalencia puede identificarse con un
numero natural, es decir

El'namero n es la clase de equivalencia de todos los conjuntos que tienen n elementos.

Asi el conjunto cociente se identifica con el conjunto de los niumeros naturales N. Para una explicacion mas
extensa del concepto de numero sugiero leer el texto clasico de Bertrand Rusell

Relaciones de equivalencia en matematicas

En matematicas se estudian muchos tipos de objetos, como por ejemplo, conjuntos, grupos, espacios
topoldgicos, por mencionar sélo algunos. Para estudiarlos, se dividen en distintas categorias, las cuales
consisten de dos ingredientes: los objetos mismos y de unas cosas llamadas morfismos que sirven para
relacionar o comparar a los distintos objetos.

Ejemplo 9. Consideremos la categoria de conjuntos, en la cual los objetos son obviamente los conjuntos y
los morfismos son las funciones entre dos conjuntos, las cuales asocian a todo elemento del primer conjunto
uno y s6lo un elemento del segundo conjunto. Si X y Y son dos conjuntos, una funcién f del conjunto X
en el conjunto Y se denota por f: X — Y ysia € X, entonces f(a) denota al elemento de Y asociado
a a mediante la funcion f.

Si en (3) consideramos la asignacion dada por las flechas que van de izquierda a derecha — tenemos
una funcion del conjunto {#, O, &} en el conjunto { s, &, &x}, con las flechas de derecha a izquierda
~— tenemos una funcion del conjunto { s, %, 35} en el conjunto {#, O, &}. En (4) las flechas — definen

una funcion del conjunto {#, . &} en el conjunto {0, g, 0}, pero las flechas — no definen una
funcién del conjunto {0, d", ¢, @} en el conjunto {4, O, &}, pues el elemento G no tiene asociado

ningun elemento del conjunto {&, V. &}.

Ejemplo 10. Otro ejemplo de categoria es la categoria de grupos, en la cual los objetos son los grupos. Un
grupo es un conjunto GG que tiene una operacion binaria -, es decir, dados dos elementos a, b € G se pueden
operar (como sumar o multiplicar) para obtener otro elemento ¢ € G, lo cual se escribe a - b = c. Ademas G
tiene un elemento neutro e, es decir o para todo elemento a € G, y todo elemento a € G

a-e=e-a=a
tiene un elemento inverso a esdecira -a =a-a = e.

Es facil ver que el conjunto de los nimeros enteros 7, con la operacién suma +, es un grupo donde el
elemento neutro es el 0y el elemento inverso del entero n es —r,. Si al conjunto de los numeros racionales
Q (las fracciones positivas y negativas) le quitamos el 0, entonces con la operacion multiplicacion x, €s un
grupo donde el elemento neutro es el 1'y el elemento inverso de la fraccion 7 es g Los numeros naturales
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N no son un grupo con la operacién suma +, pues no existen los elementos inversos. Otro ejemplo de grupo

es el conjunto {—1, 1} con la operacion multiplicacion x, donde el elemento neutro es el 1y cada elemento
es su propio elemento inverso.

Al final del Ejemplo 7 vimos que el conjunto Z, tiene solamente de dos elementos, la clase de equivalencia

[0] que consiste de todos los numeros pares y la clase de equivalencia [1] que consiste de todos los numeros
impares. El conjunto Z, es un grupo con la operacion suma +, definida de la siguiente manera:

0], ()

la cual refleja que la suma de dos nimeros pares es nuevamente par, la suma de un numero par y un

numero impar es impar y la suma de dos numeros impares es par. También se observa que [0] es el
elemento neutro y cada elemento es su propio elemento inverso.

Los morfismos en la categoria de grupos se llaman homomorfismos y son funciones que preservan las
operaciones, es decir, si tenemos al grupo & con la operacion +y al grupo H con la operacion x, entonces
un homomorfismo f del grupo &G al grupo H, es una funcion f: G — H del conjunto GG en el conjunto H,

tal que si a,b € G, entonces f(a +b) = f(a) * f(b).

Un ejemplo de un homomorfismo f: Z. — {—1, 1} esta definido de la siguiente manera: si n, € Z es par,
entonces f(n) =1, si n € Z es impar, entonces f(n) = —1. Es facil ver que si m,n € Z, entonces

fm+n)= f(m)x f(n).

En una categoria hay un tipo especial de morfismos llamados isomorfismos, dados dos objetos en la
categoria, no necesariamente existe un isomorfismo entre ellos, pero si existe, decimos que dichos objetos
son isomorfos®. En una categoria podemos definir una relacién de equivalencia definiendo que dos objetos
estan relacionados si son isomorfos. Las clases de equivalencia consisten de todos los objetos que son
isomorfos entre si, por lo que se les llama clases de isomorfismo. Dichas clases son muy importantes en
matematicas, pues en una categoria dos objetos isomorfos son considerados como iguales, por lo tanto, al
estudiar una categoria dada, uno de los objetivos es encontrar todas las clases de isomorfismo, pues asi se
conoceran todos los objetos de la categoria que son esencialmente distintos.

Por otra parte, muchas veces dentro de una clase de isomorfismo hay algun objeto que es mas simple que
todos los demas al cual se le llama objeto reducido y en general es mas facil estudiar al objeto reducido
en vez de estudiar cualquier otro objeto isomorfo. También las distintas clases de isomorfismo se pueden
representar usando dichos objetos reducidos. Esto es analogo al Ejemplo 4 donde las clases de equivalencia

se podian ver como fracciones, en la clase de equivalencia [(1, 2)]la pareja (1, 2) es el elemento mas simple,
en el sentido de que ambos numeros son primos relativos entre si, es decir, 1 es el Unico divisor comun.

En la categoria de conjuntos los isomorfismos son las biyecciones, (3) s una biyeccién entre los conjuntos

{#, Q0. &}y {, & s} yporlotanto son isomorfos. En general, dos conjuntos son isomorfos si tienen el
mismo numero de elementos.

En la categoria de grupos los isomorfismos son los homomorfismos que son también biyecciones. Los grupos
Zsy {—1, 1} son isomorfos mediante el isomorfismo dado por la siguiente biyeccion

?2 Del griego iso=mismo, morfos=forma.
-XX
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0]=1
1] = -1
la cual es un homomorfismo pues tenemos que las igualdades

ixi=1, ix(-1)=-1, (=i)xi1=—-1, (-1)x(=1)=1
son exactamente las “mismas” igualdades que en (5), pero reemplazando [0] por 1, [1] por -1y + por x
. En este ejemplo se puede ver por qué objetos isomorfos (misma forma) son considerados como iguales,
pues vemos que los grupos Z. y {—1, 1} son practicamente el mismo, solamente con los nombres de
los elementos y la operacién cambiados, o como dice el dicho popular, son “la misma gata, nada més que
revolcada”.

En muchas categorias en matematicas sus objetos constan de un conjunto con una estructura adicional.
Por ejemplo, los grupos son conjuntos y la estructura adicional es la operacion binaria. Este tipo de objetos,
al ser conjuntos, podemos definir relaciones de equivalencia en ellos y obtener su conjunto cociente, es
decir, el conjunto de clases de equivalencia y en general a dicho conjunto cociente se le puede dotar de una
estructura adicional para que sea un objeto de la categoria en cuestion, a dicho objeto se le llama objeto
cociente. Nuevamente esto se comprende mejor con un ejemplo.

En el Ejemplo 10 vimos que el conjunto de los nimeros enteros 7 es un grupo con la operacion suma +. En
el Ejemplo 7, definimos la congruencia mddulo 2, la cual es una relacién de equivalencia en 7, y el conjunto

FA1 T

cociente es el conjunto Z, = {[0],[1]} al cual dotamos de una operacion suma +, definida por (5) la cual
convierte al conjunto Z, en un grupo. Por lo tanto, Z, es el grupo cociente obtenido por la relacion de
equivalencia dada por la congruencia modulo 2.

No es lo mismo pero es igual. . .

Una manera de explicar como aprendemos algunos conceptos es mediante las clases de equivalencia.
Por ejemplo con los nimeros naturales, todos sabemos “que es” el niumero 7, pero no es facil explicarlo. El
simbolo “7” no es el numero siete, sino una manera de representarlo, al igual que “VII"; el numero 7 no es
los colores del arcoiris’, ni los dias de la semana, ni las maravillas del mundo antiguo?, tampoco los pecados
capitales?®, ni las virtudes* para contrarrestarlos, el nimero siete es algo que tienen todos estos conjuntos en
comun.

Mi sobrinita Sofia tiene un afio siete meses, aun no sabe los colores, algun dia no muy lejano alguien le
ensefiara una manzana y le dira que la manzana es roja y pensara que rojo es algo inherente a la manzana,
otro dia (o el mismo, si esta desayunando fruta) le ensefiaran una fresa y le diran que es roja, tal vez se
sentird un poco confundida, pues le habian dicho que roja era otra cosa (la manzana), pero después le
ensefiaran la flor de un rosal, la sangre o el cielo al atardecer y le dirdn que son rojos, entonces entendera
que rojo no es ninguna de las cosas anteriores, sino algo que tienen en comun, su clase de equivalencia. Ese
dia comprendera, que una manzana y una rosa no son lo mismo, pero que en cuanto a color se refiere

1 Rojo, anaranjado, amarillo, verde, azul, indigo, violeta.

2 Piramide de Giza, jardines colgantes de Babilonia, templo de Artemisa, estatua de Zeus en Olimpia, sepul-
cro de Mausolo en Halicarnaso, Coloso de Rodas, faro de Alejandria.

3 Luxuria, gula, avaritia, ira, invidia, superbia, acidia. (En latin)

4 Castitas, frenum, liberalitas, patientia, humanitas, humilitas, industria. (En latin)
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son iguales.
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